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RESUMO
Este artigo trata das relações existentes entre supremo,
infimo, seqüência limitada monótona, convergência de seqüência,inte!
va10s encaixantes, teorema de Arquimedes, cobertura por abertos,
subcobertura finita, ponto de acumulação, seqüência de Cauchy, que
são resultados significativos da Anã1ise Matemãtica com fundamento
nos axiomas do corpo ordenado completo dos numeros reais.
SUMMARY
TEIXEIRA,E.M.A.,1980. Existing re1ations among significant results of
the mathematica1 ana1ysis based upon axioms of comp1eteor
dered body of real numbers. Ciência e Natura (2): 1-10.
This artic1e treats about the existing re1ations among s~
premum, infimum, monotone and bounded sequence, convergent sequence,
boxing interva1s, Arquimede's theorem, conver by open,finity cover,
accumu1ation points, Cauchy sequence and cut, significant results of
the Mathematica1 Ana1ysis, these resu1ts are based upon axioms of
complete ordered body of real numbers.
INTRODUÇAO
A consideração dos numeros reais como um corpo ordenado
completo permite a obtenção de resultados significativos da Anã1ise
Matemática, usando apenas argumentação lógica e axiomas do corpo O!
denado completo. WHITE (4) refere-se ã existência de relações entre
tais resultados. No presente trabalho são apresentadas relações en
tre onze importantes propriedades da Análise Matemãtica sob a forma
de teoremas.
1. CORPO ORDENADO COMPLETO (4)
Existe (lR,+,·,<) satisfazendo a:
i) Para quaisquer a e b em 1R, a+b=b+a.
ii) Para quaisquer a, b e c em 1R ,(a+b)+c= a+(b+c).
iii) Hã·um e1 emento O em 1R tal que a+ü=a par a todo a em 1R .
iv) Para cada a em 1R há um elemento -a elTi"1Rtal que -a+a=O.
v) Para quaisquer a e b em 1R , a·b=b·a .
2vi) Para qu a í sque r a, b e c em lR, a.(b·c)=(a·b)·c .
vii) Hã um elemento 1 em lR, 1 f O, tal que para todo a em lR l·a=a.
viii) Se ae:lRe a f O, hã um elemento a-l em lR tal que a.a-l=l.
ix) Para quaisquer a, b e c em lR, a.(b+c)=(a.b)+(a.c)
x) Para todo ae:lR hã apenas três possibilidades:
a<O, a=O, a>O .
xi) Se a e b estão em "IR e O<a e O<b, então O<a+b, O<a.b .
xii) Para quaisquer a e b em lR, a<b se, e somente se, a-b<O
xiii) Se A C lR ê não vazio e majorado, então A tem supremo.
2. IMPORTANTES PROPRIEDADES NO CORPO ORDENADO COMPLETO (4)
As propriedades da Anãlise Matemãtica relativas a conju~
tos, seqüências e intervalos no corpo ordenado completo dos números
reais, que serão relacionadas, são:
1. Todo conjunto, não vazio, limitado superiormente, tem supremo.
2. Todo conjunto, não vazio, limitado inferiormente, tem infimo.
3. Toda seqüência limitada, não decrescente, converge.
4. Todo sequencia limitada, não crescente, converge.
5. Para Cal' bl]::J[?2,b2]::J... com lim(bn-an)=O existe, e e- único,n-..
Pe: n [a ,b ].n=l n n
6. Se xxD então, para qualquer s , existe ne:~* tal que nx>y
7. Toda cobertura por aberto de um intervalo fechado [cl,dl] qual
quer tem subcobertura finita.
8. Todo conjunto, infinito e limitado, tem ponto de acumulação.
9. Toda seqüência de CAUCHY converge.
10. O corpo ordenado completo não pode ser coberto por dois abertos,não
vazios e disjuntos.
11. Em todo corte (A,B) ou A tem último elemento ou B tem primeiro!
lemento.
DESENVOLVIMENTO
Teorema 1. (Relaciona as propriedades 1 e 2):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto não vazio, limitado su
periormente, tem supremo então todo conjunto não vazio, limitado in
feriormente, tem infimo.
Demonstração:
Se A C lR ,lR corpo ordenado completo onde todo o conjunto não vazio
limitado superiormente tem supremo, Af$ e A limitado inferiormente,
então 3Le:lR IL2a para Vae:A. Multiplicando por (-1):L2a .•••-L~-a; para
't-ae:(-A)3 -Le:lR I-L~-a. Então (-A) ê 1imitado superi ormente e, por hi
3põtese, tem supremo. Seja -~=sup(-A)-9 -~~-a para ~-aE(-A)
~E>O 3-aE(-~-E,-~J ou
~E>O 3-al-~-E<-a~-~
Multiplicando por (-1): ~~a para ~aEA
~E>03al~~a<~+E ou
~E>03 d~,~+E:)
Logo ~=inf A e A tem infimo.
Teorema 2 (Relaciona as propriedades 2 e 1):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto não vazio, limitado infe
riormente, tem infimo então todo conjunto não vazio, limitado sup~
riormente, tem supremo.
Demonstração:
Seja AClR, lR corpo ordenado completo onde todo conjunto não vazio li
mitado inferiormente tem infimo, A~~ e A limitado superiormente, en
tão 3LETRIL~a para ~ aEA. Multiplicando por (-l):L~a-9-L~-a; para
V-aE(-A)3-LElRl-L~-a. Então (-A) e limitado inferiormente e, por hi
põtese, tem infimo. Seja -~=inf(-A)-> -~~-a para ~-aE(-A)
'o'E>03-a c [-~,-~+E:) ou
~E>03-al-~~-a< ~+E
Multiplicando por (-1): ~~a para VaEA
VE>03al~-E<a~~ ou
~E>o3 a c ]~-E, ~J
Logo ~=sup A e A tem supremo.
Teorema 3 (Relaciona as propriedades 3 e 4):
Se no corpo ordenado completo toda seqüencia limitada,não decresce~
te, converge então toda seqQência limitada, não crescente, converge.
Demonstração:
Seja (an) uma seqQência, não crescente, limitada no corpo ordenado
completo onde toda seqQência limitada, não decrescente, converge.al
~a2~a3~ ... >L. Multiplicando por (-1): -al~-a2~-a3~ ... <-L. Tem-se e~
tão uma seqüência, não decrescente, limitada que, por hipõtese, co~
verge. Seja -~=lim(-an)' Então 'o'E>O3noln~no-9I(-an)-(-q~E ou ~E>O
3noln~no""I(-1)(an-l'.)I~E ou VE>03nOln~no-lan-~I~E~liman=L Logo
n+'"(an) converge.
Teorema 4 (Relaciona as propriedades 4 e 3):
Se no corpo ordenado completo toda seqüência limitada, não crescen
te, converge então toda seqüência limitada, não decrescente, conver
ge.
4Demonstração:
Seja (an) uma sequencia, não decrescente, limitada no corpo orden~
do completo onde toda a seq~ência limitada, não crescente, converge.
a 12.a22.a32.·..< L. Multiplicando por (-1): -al~-a2~-a3~" .>-L. Tem-se
então uma seqUência, não crescente, limitada que, por hipótese, co~
verge. Seja -~=lim(-an)' Então VE:>03noln>no=I(-an)-(-~)I2.e:ou Ve:>O
3noln~no~>I(-1)(an-~)I2.e: ou Ve:>03nOln~no~>lan-~I2.e:~>lim an=~' Logo
n-'"'''(an) converge.
Teorema 5 (Relaciona as propriedades 5, 6 e 7):
Se no co rpojo rde nado completo para [al,bl]::>[a2,b2]::>··· ,com~.: (bn-
a )=O,3!pe: n [a ,b J e para Vx>O, y qualquer, 3nln.x>y então todacon n=l n n -
bertura por aberto de um intervalo fechado [cl,dlJ qualquer tem sub
cobertura finita.
Demonstração:
Supondo, por absurdo, que a cobertura G: {(ai ,bi) com i c lI não tenha
nenhuma subcobertura finita. Tome-se o intervalo fechado [cl,dlJ=ll
e divida-se ao meio. Examine-se os dois intervalos [cl' c]+ dlJ e
[cl ; dl, dl]:pelo menos um desses dois intervalos não POd! ser c~
berto por uma subcobertura finita. Bisseccione-se 12=[C2,d2J ondel2
ê um dos intervalos examinados que não tem subcobertura finita.Nova
mente um dos dois intervalos [c2' C22d2] e [C2;d2,d2] não tem subC~
bertura finita. Seja este 13' Continuando o processo obtêm-se uma s~
q ü ê ncia de i nte r varo s I1 ,j 2 ,-I3 ... ta is que cada In não pode se r c~
berto por uma subcobertura finita de G. Pela arQuimedianidade limn"'"Ilnl=O, onde 11r.1 representa a amplitude do intervalo In pois Ilnl=
dl - cl dl_c] dl-cl--;:-.,..,- e s qu endo n cresce a partir de n=2,~ < --- < e:. Tem-se
2 n- z'" n-l
então intervalos encaixantes no corpo ordenado completo e, por hip~
tese, j!P e: n In' Em particular Pe:Il. Como G ê cobertura de 11 3(aiO'n=l
biO)e:G que contêm P;logo aiO<P<biO e como limllnl=O 3no tal quellnoln"'"
aiO
O intervalo InO ê
contradiz a escolha de InO'
te subcobertura finita de G
bertura fi nita.
Teorema 6 (Relaciona as propriedades 7 e 8):
Se no corpo ordenado completo toda cobertura por abertos de um inter
indicado no desenho:
Ino
IflMA'I//// ~If/I!h'/HII
biO
um subconjunto de (aiO,biO)e:G mas isto
Assim a hipótese inicial de que não exi~
que cubra 11 ê falsa. Logo existe subco
5va 1o fechado [c1.d1] qualquer tem subcobertura fi ni ta então todo con
junto. infinito e limitado. tem ponto de acumulação.
Demonstração:
Supondo por absurdo que ACm.m corpo ordenado completo onde todaco
bertura por aberto do intervalo fechado ~1.b1] tem subcobertura fi
nita. A infinito e limitado. não tenha ponto de acumulação. então V
kc~ .3ó>0 tal que (k-ó.k+ó) contem um numero finito de e1ementosde
A. Como A e limitado 3Cf"R e 3df"R tais que [cl.d1]:JA. Escolha-se
convenientes ki c[c1.d1]e ói de modo a construir uma cobertura do in
terva10 [cl.d1] e cada aberto da cobertura contem um numero finito
de elementos de A. Tal cobertura tem subcobertura finita por hipõt~
se. Seja D (k.-ó .•k.+ó.). Tem-se aqui a união de um numero finito nj=l J J J J
de abertos que cobrem AC [c1 .d1] com cada aberto contendo um numero fi
nito de elementos de A. isto significa que A tem um numero finito de
elementos. o que e um absurdo pois A e infinito. Logo A tem ponto de
acumulação.
Teorema 7 (Relaciona as propriedades 8. 9 e 6):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto infinito e limitado tem
ponto de acumulação então toda seqnência de CAUCHY converge e para
Vx>O. Y qualquer. jnln.x>y.
Demonstração:
Jã se sabe que toda seqnência de CAUCHY e limitada e que toda seqüê~
cia de CAUCHY cujos termos constituem um conjunto finito. converge.
Falta então provar que toda seqüência de CAUCHY no corpo ordenado c0!1!
p1eto. cujos termos constituem um conjunto infinito. converge. Seja
A o conjunto dos termos da seqüe nc t e de CAUCHY. A e infinito e. por
h i p ô te se , tem ponto de acumulação. Seja P este ponto. logo li c > O
(P-c.P+c) contem infinitos termos an da seqnência. Serã mostrado que
a seqüênci a converge para P. Ora. se exi stem infi ni tos anc(p-c. P +e]
para Vc>O então existem finitos an t(P-c.P+c) pois a seqüência e de
CAUCHY. Seja nO o indice a partir do qual todos an estão dentro do
intervalo VoO 3nolanc(P-c.P+c) para n~nO+1. ou seja. VoO 3noln >nO
=<>Ia -PI<c de modo que 1im a =P e a seqnência de CAUCHY no corpoor
n n~~ n -
denado completo converge. Resta provar que para Vx>O. y qu alque r.com
= e y no corpo ordenado completo onde todo conjunto limitado e infi
nito tem ponto de acumulação. 3nln.x>y. Supondo. por absurdo. que
3 x>O. y qua 1quer. ta 1 que para lfn==>n. x<y. Então O<n. x<y poi s n c lN*
e assim 0<l.x<2.x< ... <n.x< ... <y. O conjunto {x.2x.3x •...• n.x •... } e
limitado e infinito. Por hipõtese possui po~to de acumulação. Seja
P este ponto: Vc>O (P-c.P+c) contem infinitos n.x. Seja C=X: P-x<nx
<P+x >(n+1).x>P e (n-1).x<P=<>(n-1)x<P«n+1).x. Assim observa-se que
6este intervalo de centro em P e raio E=X só contém um elemento, n.x,
o que e um absurdo pois P e ponto de acumulação. Logo nosso conjunto
e ilimitado superiormente:3nln.x>y.
Teorema 8 (Relaciona as propriedades 9 e 5):
Se no corpo ordenado completo toda seqüência de CAUCHY converge en
tão para [al,blJJ[a2,b2JJ ... com lim(b -a )=0, 31PE n [a ,b Jn+'" n n n =1 n n
Demonstração:
Sejam Cal ,blJJ[a2,b2JJ ... intervalos encaixantes. Observa-se que
Ia -a I<bn -a para m,n>nO. Assim Ia -a [cb -a, para m,n_>n'. C_om n - O nO - m n - n n
mo lim(bn-an)=O então para VE>O lnoln'.::no~>bn' -an,~E ou seja lam-anl
n~~ .
<E para m,n.::n'.::nO. Logo (an) e",de CAUCHYe, como tal, converge. Se
ja t=lim a . Prova-se que tE n [a ,b J, isto e, a <t<b :
n+'" n n=1 n n n- - n
19 an~t poi s se não o fosse 3 no=i I t<ai. Mas como a seqüênci a é cre~
cente t<ai~ai+l~ ... e para E=ai-t obtem-se o intervalo de centro em
t e raio E contendo não mais que (i-l) termos da seqüência, o que é
um absurdo pois í=~~~ an0
29 í~bn poi s se não o fosse 3 no=i I í>bi, o que nao pode ocorrer j a que
an<bi para todo n e novamente haveria um intervalo de centro em í
e raio E~í-bi contendo um número finito de an (precisamente nenhum).
Logo z e n [a ,b J.
n=l n n
E í e único pois se lílfí tal que tlE n [an,bnJ então
n=l
[t,tlJ C[a ,b J e lim(b -a )fO. Logo t e único.
n n n+oo n n
Teorema 9 (Relaciona as propriedades 5, 6 e 1):
Se no corpo ordenado completo para [al ,blJ J[a2 ,b2J J... com 1 imn+'"
(b -a )=0,3! P E n [a ,b J e para '<1x>0, y qualquer, 3nln.x>y, então
n n n=l n n
todo conjunto não vazio, limitado superiormente, tem supremo.
Demonstração:
Seja Af<P, AClR e limitado s upe r t o rme n t e . Seja L uma cota superiorde
A. Como Af<P, se j a a EA. Bis s e c c i o na ndo [a, LJ = 11 e e s c o 1he ndo, como 12'
~, ~ se contiver elementos de A, ou~, a;LJ em caso contrãrio,dete!:
mina-se 11 e 12. De maneira anãloga constrói-se sucessivamente 13'
14, ... observando-se que 11,12,13,14' ... Dessa man e i v s Ilnl=,>O,pois
foi provado no Teorema 5 qUD intervalos construidos ~ur bisseçãotem
sua amplitude tendendo a zero. Sendo intervalos encaixantes tem,por
hipótese, um ponto único comum. Seja P este ponto. Prova-se agora
que P=sup A. 19a<P para VaEA pois se 3a*EAla*>P então seja InO o pr2.
7meiro intervalo tal que a*iIn' No intervalo anterior a*EIn -1 e a*E
[P,b lJ, o que e um absurdo, pois o I não seria o esco9hido.nO- \ nO
2Q V E>O 3 a E Ala E (P-E,P], ou seja, p-E<a2.P, pois para
P-E<a <P<b . E, por lQ e pela construção d~ [a ,"b J,~o- - no' no no
Logo P-E <ano 2.a2.P~P-E<a2.P.
Portanto A tem supremo.
Teorema 10 (Relaciona as propriedades 1 e 3):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto não vazio, limitado su
periormente, tem supremo, então toda seqüência limitada, não decres
cente, converge.
Demonstração:
Seja (ail) tal que al2.a22....2.an2.... <L uma sequencia no corpo ordena
do completo onde todo conjunto, não vazio, limitado superiormente,
tem supremo. O conjunto dos termos de (an) e limitado superiormente
e portanto tem supremo. Seja L=sup{a }, então 3a E(L-ó,L] para \ló_ n no
>0. Sendo nao decrescente L-ó<an02.an2.L<L+ó para n~nO' Logo para \ló>O
3noln~nO~>L-6<an<L+6 ..,\/6>0 3no'ln~no~> lan-LI<6 e assim lim an=L.Po!:n""tanto toda seqüência limitada não decrescente converge.
Teorema 11 (Relaciona as propriedades 3, 5 e 6):
Se no corpo ordenado completo toda seqüência limitada não decrescen
te, converge então para [al,blJ J[a2,b2] J... , com lim (bn-an)=O, j!n""PE n [a ,b ] e para \lx>O, y qualquer, jnln.x>y.n=l n n
\I 00 3 no I
a <a < P.no- -
Demonstração:
Sendo al2.a22.a32." .<bl observa-se que (an) e uma sequencia limitada,
não decrescente, e, por hipõtese, convergente. Alem disso por conver
gi r e de CAUCHY e o Teorema 8 jã provou que, em um corpo ordenado com
pleto onde toda seqüência de CAUCHY, 3 !PE ; [a -b J, resta provar ~n= 1 n n
arquimedianidade. Supondo por absurdo que ·3a>0 e b qualquer tal que,
para V nElN*, n.a<b~>n<~9>1<2<".<n< ... <~·. Esta e uma seqUêncianão
decrescente limitada que, por hipõtese, converge. Seja a=limn.Então
para \I 00 3 no tal que In-al2.E para n~nO' Seja e= l; então 3no tal
que a-n<l para n~nO~a<n+l para n~nO' o que e um absurdo. Portanto
para Va>O, b qualquer, 3 n tal que n.a<b e o corpo ordenado compl~
to onde toda seqüência limitada, não decrescente, converge e arqul
mediano.
Teorema 12 (Relaciona as propriedades 1 elO):
Se no corpo ordenado completo todo conjunto, não vazio, limitado su
periormente, tem supremo então o corpo ~rdenado completo não pode
ser coberto por dois abertos não vazios e disjuntos.
.8
Demonstração:
Supondo por absurdo que o corpo ordenado completo possa ser coberto
por dois abertos não vazios e disjuntos Al e A2. Seja a2EA2 e J={aE
Alla<a2}. J e infinito pois se não o fosse seria finitoeexistiriam
n elementos de Al em J. Tome-se o menor destes elementos:aj. Ele li
mita inferiormente Al e todo entorno dele não estaria contido em Al,
ou seja, (aj-ôj,aj+ôj) não estaria contido em Al para todo Ôj,_oque
e um absurdo pois Al e aberto. Logo J e infinito. Alem disso e ta~
bem limitado superiormente pelo a2, por hipótese, tem supremo. Mos
tra-se agora que z=s up J não estã em Al nem A2:
lQ UA1, pois se R.EA1, entã03ô>0 tal que (R.-ô,Hô)CAle·3,a1 R.<a<a2,
pois R. não.e o ultimo elemento de J. Mas a>R. e um absurdo. Logo UA1.
2Q R.tA2, pois se R.EA2 então R.2a2e, como para ~E>O 3aE(R.-E,R.], seja
E~Ôe onde ôe e tal que (R.-ôe,R.+ôe)CA2. Assim 3aE(R.-Ôe,R.+ôe) o que e
um absurdo. Logo UA2.
Como R.tAl e R.tA2' Al e A2 não cobrem o corpo ordenado co~
pleto, provando que dois abertos, não vazios e disjuntos, não podem
cobrir lR.
Teorema 13 (Relaciona as propriedades 10 e 11):
Se o corpo ordenado completo não pode ser coberto por dois abertos,
disjuntos e não vazios, então em todo corte (A,B) ou A tem ultimo
ou B tem primeiro.
Demonstração:
Supondo, por absurdo, que exista um corte (A,B) onde nem A tem ulti
mo elemento nem B tem primeiro elemento. Como (A,B) e corte, A e B
são não vazios, AUB=~ e a<b para ~ aEA e V bEB. A e aberto pois A
não tem ultimo: Va*EA ]a**la*<a** ""'> h*EA3ô=a**-a* tal que (a* -ô,
a*+ô)=(2a*-a**,a**)CA, de modo que A e aberto. E B não tem primeiro:
~ b*EB 3 b**1 b**<b* => ~ b*EB 3ô=b*-b** tal que (b*-ô,b*+ô)= (b**,
2b*-b**)CB. Logo B tambem e aberto.
E assim os abertos A e B não vazios e disjuntos, co~rem o
corpo ordenado completo, o que e um absurdo por hipótese. Logo ou A
tem ultimo ou B tem primeiro.
Teorema 14 (Relaciona as propriedades 11 e 1):
Se no corpo ordenado completo todo corte (A,B) ou A tem ultimo ele
mento ou B tem primeiro então todo conjunto, não vazio, limitado su
periorment~, tem supremo.
Demonstração:
Supondo, por absurdo, que existe um conjunto limitado superiormente,
não vazio, no corpo ordenado completo, que não tenha supremo. Seja X
tal conjunto. Então para ~ R.ElR 3 001 ~XdR.-E,R.J, ou seja, R.-E< X2R.
não e satisfeita por nenhum XEX. Constrói-se um corte (A,B) em lRre
9lacionado com X. Seja B;{blb>x, ~ XEX}. Observa-se que B+~ porque
X+~ e é limitado superiormente.
Seja A;C B (A,B) e corte poi s:
19 A e B são não v azios, po is AJX, j ã que x EX =o x iB= x EC B=9 XEA .
29 a<b para ~ a cA e ~ b EB po is a+b, jã que C B n B; ~, e a> h=o a>Xs=> a cB
o que é um absurdo.
39 AWB;C BU B ;lR .
Provando que nem A tem ultimo elemento nem B tem primeiro
elemento contraria-se a hipótese:
19 A não tem ultimo, pois se a* fosse o ultimo elemento de A:
a) a*EX= 3 x;a*la* E (a*-E,a*] para ~E>O e a* seria sup X.
b) a*EA-X~> 36>011 xE(a*-ó,a*]de modo que ou x<a*-6<a*~>a*EB, o que
é um absurdo, ou a* < x de modo que a* não é o ultimo.
29 B não tem primeiro, pois para ~ b*EB 30011 xE(b*-E,b*] e assim
X<b*-E<b* de modo que b* não é o primeiro.
Logo,X tem supremo.
CONCLUS1\O
As propriedades da Anãlise Matemãtica relativas a conju~
tos, seqQências e intervalos no corpo ordenado completo dos numeros
reais, cujas relações foram demonstradas, acham-se ilustradas no se
guinte diagrama:
TEOREMA 12
7 TEOREMA 6 8 TEOREMA
Seria possivel obter tais resultados sem depender dos axio
mas do corpo ordenado completo?
~sugestão para um futuro trabalho.
Seria interessante também estudar a possibilidade de obter
outras relações entre as referidas propriedades e entre outras pr~
10
priedades da Anã1ise Matemãtica a partir do conjunto dos numeras reais
como um corpo ordenado completo.
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